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RÉSUMÉ. Soit Fq un corps local non archimédien de caractéristique nulle 
et de caractéristique résiduelle impaire. On décrit explicitement les 
changements de base des représentations supercuspidales de U(l, l)(Fo). 
C'est une étape vers la description du changement de base des paquets 
endoscopiques supercuspidaux de U(2, l)(Fo). 

Bien que le titre n'en dise rien, cet article fait suite à [JJ dans lequel 
nous décrivons explicitement le changement de base stable de certaines 
représentations supercuspidales du groupe unitaire U(2, 1)(Fq) relativement 
à F au groupe linéaire GL(3, F) où Fq est un corps p-adique de caractéristi- 
que résiduelle impaire et F une extension quadratique de Fq. Cette descrip- 
tion repose sur la classification des représentations supercuspidales par la 
théorie des types de C. Bushnell et Ph. Kutzko et sur les travaux de J. 
Rogawski [î~8] . 

Plus précisément, dans [3J, n'est explicité que le changement de base stable 
de paquets cuspidaux de cardinal 1 (et on pense qu'ils y sont tous). Il reste 
donc à faire l'analogue pour les paquets cuspidaux endoscopiques, ce qui se 
réalise en deux temps [TH1 Ch. 4, §2] : 

(1) déterminer les images par l'application de transfert des représenta- 
tions de carré intégrable du groupe U(l, l)(i*b) x U(1)(Fq) au groupe 
U(2,1)(F ) ; 

(2) décrire le changement de base "labile" (ou "instable") des représen- 
tations supercuspidales de U(1,1)(Fq) au groupe GL(2,F). 

On conclut alors grâce aux résultats de J. Rogawski [18, prop. 13.2. 2(c)]. 
Notons que pour la représentation de Steinberg de U(l, l)(i*b) et ses tordues 
par un caractère, la deuxième étape est faite dans [E] (prop. 11.4.1 et dé- 
monstration de la prop. 12.4.1). 

Ce texte présente la réalisation du point (2). Elle repose sur la liste des 
types de [7(1, l)(i*b) obtenue dans l'annexe de [3], sur les résultats concer- 
nant GL(2, F) exposés dans les chapitres 5 et 8 de [7] et sur ceux du chapitre 
11 de [Hj. Comme dans le cas de U(2, 1)(Fq), on détermine le changement 
de base stable dont l'identité de caractères ne dépend que des classes de 
conjugaison et conjugaison tordue stables, le changement de base labile s'en 
déduisant aisément puisqu'il est explicitement relié au précédent ([T8j §11.4] 
ou voir JQ. La compatibilité du changement de base à la torsion par un 
caractère permet de se restreindre aux représentations supercuspidales de 
niveau minimal parmi leurs tordues par un caractère. 
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Dans le cas de U(l, 1)(Fq), les paquets supercuspidaux sont bien connus : 
on en donne une description "typique" dans le paragraphe^ Les paquets en- 
doscopiques sont précisément les paquets de cardinal 2 [T8J prop. 11. 1.1 (a)] 
et sont formés, en niveau strictement positif, de représentations cuspidales 
scindées (c'est-à-dire celles dont le type provient d'une strate gauche fonda- 
mentale scindée suivant un sous- groupe de Levi non rationnel sur Fq). Les 
représentations supercuspidales de niveau sont toutes dans des paquets de 
cardinal 2 si F est non ramifiée sur Fq et toutes sauf deux dans des paquets 
singletons si F est ramifiée sur Fq. 

Par contre, il est plus difficile de distinguer les images des deux change- 
ments de base, toutes deux formées de représentations admissibles, invarian- 
tes sous l'action du groupe de Galois de F/Fq et de caractère central trivial 
sur F X . Pour un paquet endoscopique, emprunter la "voie" par l'application 
transfert de U(1)(F Q ) x U(1)(F ) à [7(1, l)(i ? o) et utiliser le changement de 
base de U (l)(Fo) à F x permet d'ignorer cette question. Mais pour un paquet 
singleton où l'on établit le changement de base en vérifiant une identité de 
caractères entre représentations de U(l, 1)(-Pq) et de GL(2,F) (voir (|4.6.ip ). 
repérer les représentations supercuspidales de GL(2, F) qui appartiennent à 
l'image du changement de base stable est un point crucial. 

Dans le paragraphe [3l on détermine le changement de base stable des 
paquets endoscopiques en empruntant la méthode de Y. Flicker [9] puis on 
conclut grâce à [TU prop. 11.4.1(a)]. Dans le paragraphe [U on décrit les 
changements de base des paquets non endoscopiques en suivant la même 
démarche que celle exposée dans [1] dont on ne reprend pas tous les détails. 
L'ensemble des résultats est présenté aux corollaire 13.41 et théorème 14.51 

Le dernier paragraphe expose un calcul technique permettant de comparer 
les caractères de représentations d'un groupe et de l'un de ses sous-groupes. 
Il est utilisé à plusieurs reprises dans les paragraphes précédents. 

Les méthodes utilisées n'ont pas d'originalité mais fournissent les résultats 
désirés, non écrits jusque-là, sous une forme que nous pourrons exploiter 
ultérieurement et sous un minimum d'hypothèses (Fq de caractéristique nulle 
et de caractéristique résiduelle impaire). Pour ces raisons, on inclut les 
représentations cuspidales de niveau déjà étudiées par J. Adler et J. Lansky 
(ffl et pj). 

Je remercie Corinne Blondel pour ses encouragements patients et sa relec- 
ture critique. 

1. Notations 

Soient Fq un corps local non archimédien, de caractéristique nulle et de 
caractéristique résiduelle différente de deux et F une extension quadratique 
(séparable) de Fq d'indice de ramification eo et dont le groupe de Galois est 
noté r : r = 

On désigne par Oo (resp. o) l'anneau des entiers de Fq (resp. F), po (resp. 
p) l'idéal maximal de Oo (resp. o) et wq (resp. w) une uniformisante de po 
(resp. p). On choisit les uniformisantes vu et vuq telles que : vu = vuq si 
eo = 1, vj est de trace nulle et de norme vuq si eo = 2. On note ko et k les 
corps résiduels de Fq et F respectivement et q le cardinal de ko. 
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Pour une extension E de Fq, on conserve les mêmes notations que pour 
F, cette fois indexées par E. Si L est une sous-extension de E, on désigne 
par Eh le groupe des éléments de E dont la norme dans L est 1. 

On fixe un caractère additif ipo de Fq, de conducteur pn. Sa composée 
avec la trace tr^y^ est un caractère ip de F de conducteur p. On fixe 
également un prolongement à F x du caractère wf/f de F X associé à F/Fq 
par la théorie du corps de classes. On choisit ce prolongement, noté fi, égal 
a x i ^ (_l)vai F (x) S i F n'est pas ramifiée sur Fq ; trivial sur 1 + p et égal à 
la constante de Langlands A ^ ("00 ) en si -F est ramifiée sur Fq (voir par 
exemple [3 §34.3]. 

Si x es t un caractère de F^ Fo , on désigne par x le caractère de F x défini 
par : x(x) = x(=),x € F x . L'application x l— * X n'est autre que le change- 
ment de base stable de U(1)(Fq) à GL(1,F). 

Soient V un F-espace vectoriel de dimension 2 muni d'une forme hermitien- 
ne "isotrope" non dégénérée <, >, G = U(l, l)(i*b) son groupe d'isométries 
et G = GL(2, F) son groupe d'automorphismes. On note Z le centre de 
U(l, 1) : Z(Fq) s'identifie à FL et Z(F) à F x . 

Le groupe T agit sur G par : l'élément non trivial de V transforme un élément 
g de G en r(g) := cr(g)^ 1 où a désigne Pinvolution définie sur End^F et 
associée à <, >. Alors, G n'est autre que le groupe des points de G fixes 
sous T : G = G T . 

On fixe une base hyperbolique B = (e_i, e\) de V et on note go la similitude 

de matrice ( „ ^ ] où ctQ = vjq si F n'est pas ramifiée, ao G On n'est pas 
V U a y 

une norme si F est ramifiée. Alors le groupe GU(1, 1)(Fq) des similitudes 
unitaires de V est la réunion de Z(F)G et gQZ(F)G. 

On fixe également un élément e de F : e est une unité de trace nulle si F 
n'est pas ramifiée sur Fq, w sinon. On note également e l'élément de G dont 

la matrice dans B est ( J ) . Alors l'application $ définie par : 
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y ~ ' ?: I , ^ V. e 

est un isomorphisme entre GZ(F) et GL(2, Fq) + Z(F) qui identifie 5Î7 (1, l)(i ? o) 
et SL 2 {Fq). Rappelons que : GL(2,F )+ = {g € GL(2, F )|dét 5 G A F | Fo (F x )}. 

Le groupe endoscopique elliptique H = U{1)(Fq) x U(Ï)(Fq) de G s'identifie 
au sous-groupe des éléments de G dont la matrice dans la base orthogonale 
B° = (e_i + |ei,e_i — |ei) est diagonale. A conjugaison près dans G, il 
existe au plus deux plongements de H. Ils sont alors conjugués par go. 

Les définitions de l'application de transfert de H h G (cf. prop. 13. ip et du 
changement de base labile [THJ, §4.7] dépendent du choix d'un caractère de 
F x prolongeant oj F jp . On choisit le caractère [i défini précédemment. On 
a alors |18|, §11.4] : si ir est une représentation admissible de G, son image 
par le changement de base stable est tt si et seulement si son image par le 
changement de base labile est tt ■ [i o dét. 
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Pour établir le changement de base stable des paquets supercuspidaux 
singletons de G, on vérifie l'identité de caractères qui le caractérise et qui 
s'exprime grâce à la norme cyclique, notée M T (|4.6.ip . Il s'agit d'une bijec- 
tion de l'ensemble des classes de r-conjugaison stable de G dans l'ensemble 
des classes de conjugaison stable de G, qui associe à la classe de r-conjugaison 
stable de g, l'intersection de la classe de G-conjugaison de N T (g) = gr(g) 
avec G [H]. 

Rappelons que la classe de r-conjugaison d'un élément g de G, Cl T (g), est 
l'ensemble des éléments de G de la forme h~ l gr(h) avec h € G et que sa 
classe de r-conjugaison stable Cl s T {g) est l'ensemble des éléments g' de G tel 
que N T (g') soit G-conjugué à N T (g). 

De façon analogue, pour un élément x de G, on désigne par Cl(x) sa classe 
de conjugaison et par Cl st (x) sa classe de conjugaison stable (c'est-à-dire de 
conjugaison sous G). 

2. Les paquets supercuspidaux de U(1,1)(F ). 

Le groupe GU(1, 1)(jPo) agit par conjugaison sur l'ensemble des représen- 
tations lisses irréductibles de U(1,1)(Fq). Les orbites sont exactement les 
paquets de U(1,1)(F ) [El §11.1]. On en déduit : 

Proposition. 

(i) Les représentations irréductibles très cuspidales de U(l, 1)(Fq) de niveau 
strictement positif sont seules dans leur paquet. Les autres représentations 
cuspidales de niveau strictement positif appartiennent à des paquets de car- 
dinal 2. 

(ii) Si F est non ramifiée sur Fq, tous les paquets formés par des représen- 
tations irréductibles cuspidales de niveau sont de cardinal 2. 

(iii) Si F est ramifiée sur Fq, tous les paquets formés par des représentations 
irréductibles cuspidales de niveau sont de cardinal 1 sauf un. Ce dernier 
est {Ind^cr + , Ind^-cr~} où K est le sous-groupe parahorique maximal et 

les deux représentations de Sl^fco) de dimension ^ï- [Ï9] . 

La suite du paragraphe justifie ces assertions. 

Soient n une représentation irréductible cuspidale de G et ( J, A) un type 
pour cette représentation : ir = IndjÀ. Il suffit d'étudier si ir et 90 ir, sa 
conjuguée par go, sont isomorphes. On distingue deux cas selon le niveau. 

2.1. 7r est de niveau strictement positif. Alors ( J, À) provient d'une 
strate gauche semi-simple s = (£, n, [^] ,b) (au sens de [201 déf. 4.9]). 
On note Z^(b) le centralisateur de b dans G et Zq{\j) celui de b dans G : 

z G (b) = z ë (b) n G. 

Si 7r est très cuspidale §A.5], Zq{V) U {0} est l'extension quadratique 
F[b] de F. L'élément c = b—^ti F[b}\ F b engendre aussi F[b] sur F, appartient 
à l'algèbre de Lie de G et engendre une extension quadratique Fq[c] sur Fq, 
autre que F. On vérifie que les éléments de i ? o[c] x sont des éléments de 
GU (1,1) (Fq) dont le rapport est égal à leur norme dans Fq. Il en existe 
donc un, cq, qui appartient à goF Q x U(l, 1)(Fq). Alors : 90 ir ~ c °tt ~ n. 
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Si 7r est cuspidale scindée [|3, §A.6], Z^(b) est isomorphe à F x x F x . On 
montre par l'absurde que l'entrelacement £(s, 90 s) des strates semi-simples 
s et 90 s = (go£,n, [^] ,gô l bgo) contenues dans À et 90 \ respectivement, est 
vide (d'où l'on déduit que À et 90 A ne sont pas entrelacées dans G). 
L'entrelacement £(s, 90 s) de 5 et 9o s dans G est égal à £(s)<fo" où £{s) est 
l'entrelacement de 5 dans G. De plus, par le théorème 4.10 précisé par (4.15) 
de [2D], £(s) est égal à U m (£)Zç(b)U m (£) avec m = f 2 ^] • On déduit que : 

£(s, 90 s) = £(s, 90 S ) T = (p m (C)Z ô (b)g^Ù m {g C)) T 

= u zez à (b) (Ùm^zg^ÛmigoC)^ . 

Si £{s, 90 s) / 0, il existe z G Z Q (b) tel que : (û m (C)zgQ X Û m (jfoC)\ T ^ 0. 
Fixons un tel z. Comme C et goC sont des chaînes autoduales (go appar- 
tient à GU(1, l)(Fo)), les deux pro-p-sous-groupes U m (C) et U m (goC) sont 
invariants par r. Par le lemme 2.2 de [20J, généralisé sans encombre au cas 
de deux pro-p-groupes, U m (£)zg ~ 1 U rn (go£) est invariant par r. En particu- 
lier T(zgâ l ), qui est égal à a T(z)g Q ~ 1 , appartient à Um^zg^U^goC) = 
U m (£)zU m (£)g ~ 1 d'où : aoz~ 1 r(z) = z~ 1 uz ■ u 1 avec u, u' € Ù m (C). 
Exprimés dans une base orthogonale formée de vecteurs propres de b et 
adaptée à C, le terme de gauche est une matrice diagonale dont les termes 
diagonaux appartiennent à aoN F / Fo (F x ) tandis que le terme de droite a au 
moins un de ses coefficients diagonaux dans 1 + p m . L'égalité entraîne donc 
que «o doit être une norme de F x dans Fq ce qui est absurde. 

2.2. 7r est de niveau 0. Il existe un sous-groupe parahorique K maximal 
(au sens de Bruhat-Tits) et une représentation irréductible a de K, triviale 
sur le radical pro-unipotent K\ et définissant une représentation cuspidale 
du quotient réductif (connexe) K/K\, tels que 7r soit isomorphe à Ind^-cr 
(dans ce cas, K est son propre normalisateur) [T71 §§2 et 3]. 

Quand F est non ramifiée sur Fq, il existe, à conjugaison près, deux sous- 
groupes parahoriques maximaux : K = Uq(C) où C est une chaîne de réseaux 
autoduale de période 1, d'invariant pair ou impair, et K' son conjugué par 
go. Dans ce cas, ir = Ind^o" et 90 tt = Ind^-, 90 a ne sont pas isomorphes. 
En effet, puisque C/(l, 1)(F ) = KSU(1, 1)(F ), les restrictions à SU(1, 1)(F Q ) 
de 7T et 90 ir sont deux représentations irréductibles de SU{1, l)(i ? o) dont les 
conjuguées par e, notées £ ir et E ( ff0 7r) respectivement, sont deux représenta- 
tions de SL2(Fo), cuspidales, irréductibles et de niveau : £ ir = Indf^ 2 ^ ^ 
et e ( 90 7r) = 90 ( e 7r) (puisque e et go commutent). Elles sont donc toutes 
deux sous-représentations de la restriction à SL>2(Fo) d'une représentation 
irréductible cuspidale de niveau de GL>2(Fo) et ne sont donc pas équivalentes 
[13 th. 4.4]. 

Lorsque F est ramifiée, il existe une unique classe de conjugaison de 
sous-groupes parahoriques maximaux représentée par Uo(C) où C est la 
chaîne de réseaux autoduale de période 1 et d'invariant impair. Le quo- 
tient Uo(C)/Ui(C) est isomorphe à SL2(ko). 

Ainsi, a définit une représentation cuspidale irréductible de SL2(ko). D'après 
T. A. Springer [T9J, II §3], a est de dimension q — 1 ou et est décrite par 
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son caractère. Il est alors aisé de montrer que si a est de dimension q — 1, 

elle est isomorphe à sa conjuguée par go tandis que si sa dimension est 

sa conjuguée est l'autre représentation cuspidale de même dimension, notée 

a'. Dans le premier cas, tt est isomorphe à sa conjuguée par go . Dans le 

deuxième cas, montrons que a et a' ne sont pas entrelacées. 

Grâce à la décomposition de Cartan, K étant un bon compact dans ce cas, 

q —-1 J , m G N, n'entrelace pas a et 

a'. Si m = 0, c'est clair car a et a' ne sont pas isomorphes. Si m > 0, 

K (~l g K contient le sous-groupe ( ^ ) . Or la restriction de a' à ce 

\ zuoo 1 ) 

sous-groupe ne contient pas le caractère trivial tandis que celle de 9 a est 
triviale. 



3. Les paquets endoscopiques cuspidaux et les caractères de H. 

Il s'agit d'identifier le caractère 9 de H associé à un paquet endoscopique 
cuspidal de G par l'application de transfert. 

Remarquons que lorsque F est ramifiée sur Fq, il existe un unique paquet 
endoscopique de niveau et deux caractères réguliers de H de niveau : 
9 = 1 <S> X et X ® 1 = T ® °ù X est le caractère de F^ Fo d'ordre 2 trivial sur 
(1 +p)| F() . Nécessairement, le paquet endoscopique est l'image de 9 (et T 9) 
par l'application de transfert. Par la suite, on suppose donc : 

n > ou F n'est pas ramifiée sur Fq. 

3.1. Soit II un paquet endoscopique cuspidal de G. Il est entièrement 
déterminé par la donnée d'un type simple ( J, A) : 

(a) J = HU m (C) où C est la chaîne de o-réseaux autoduale stable par 
H, c'est-à-dire celle de période 1, d'invariant pair, et m = f 21 ^-], 
n G N ; 

(b) Cas de niveau 0, F non ramifiée : À est le relèvement à U$(£) d'une 
représentation irréductible cuspidale a de [7(1, l)(&o) vérifiant : 

Vr F H(kn) trn(r) - / ^ ~ ^ ' x(x) Sl X G Z ^ o) 

Vx G #(fc ),tr<r(x) - | +x ( wxw -i)) si x Z(fco ) 

pour un caractère régulier x de H (ko) [U §6]. L'élément u> appartient 
au normalisateur de H(ko) mais non à H(ko)- Notons 9\ <g> 92 le 
caractère de H relevant x- 
(b') Cas de niveau strictement positif: A est une représentation irréducti- 
ble de J dont la restriction à U m (C) est multiple d'un caractère ipb 
avec 6 G a_ n (£) - \ a_ n+ i(£)~ et dont la restriction à H vérifie : 

V*Gtf,trA(*)- j _^^ 2(x) s i x ^Z(F ) 
pour un caractère régulier Q\ ®02 de iï prolongeant ipb\Hnu m (C) (voir 
$ïï]et en particulier ^5.3.41 (1)). Précisons que 6 est de la forme 61862 
dans la décomposition de F 2 définie par B° avec 61 — 62 G" p~ n+1 
(quitte à tordre II par un caractère de G). 

On a alors : II = {tt, 9Q ir} où tt = Indj A. 
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Proposition ([IS]). Soit 6 le caractère de H correspondant à II par l'application 
de transfert. Il existe un unique €g G {±1} tel que pour tout h G Hc-reg, 
h = [h\, h 2 ) (c'est-à-dire h de matrice diag(/ïi, h 2 ) dans B°), 

(3.1.1) tr7r(/») - ïr 9 H(h) = e ei ^^(e(h) + fl^/iuT 1 )) 

DG\h) 



où l(K) = /j,(hi - h 2 ), D G (h) 



(fei-fe 2 ) 2 



2 et vu = ( „ ) dans B°. 

F V 1 



(q,/3 € Fq) associe i{x) 



3.2. Evaluons le membre de gauche de (I3.1.ip en suivant la méthode de 
Y. Flicker [9j, c'est-à-dire en se ramenant aux résultats de [161 §2], grâce à 
l'isomorphisme $ entre GZ{F) et GL{2, Fq) + Z(F) (cf. JQ). Précisons que 
dorénavant, toutes les matrices sont exprimées relativement à la base B. 
On note i le plongement de F x dans GL(2, Fq) + qui à x = a + ej3 G F x 

a 2(5 

2 

Lemme. 

(%) Soient h = {hi,h 2 ) £ H, x <E F x et z G ; 

&(hz) = i(â~h\) ■ 7T l z où a G F x teZ que aâ~ l = déth = h\h 2 
et <fr~ 1 (xz) = h x -~xz où h x = (xï -1 , 1) G H. 
En particulier, <3? identifie HZ {F) et i{F x )Z{F). 

(ii) Soient k G N et £° la chaîne de o^-réseaux dans Fq stable par F x . 
Lorsque k = 0, on suppose en outre que F n'est pas ramifiée sur Fq. Alors : 
§{U k {C)Z{F )) = {uz,u G U k (C°),z G Z(F) tels que détu • N F[ (z) = 1}. 
(in) HJZ(F)) nGL(2,F )+ = i(F x )U m (C°). 

Démonstration. L'assertion (i) est obtenue par de simples calculs tandis que 

(iii) est une conséquence immédiate de (i) et (ii). 

(ii) Supposons d'abord k > 0. Soient x G Uk(C) et z G Z(Fq). Il existe 
y G 1 + p k tel que : yy^ 1 = détx, puis x' G £/&(£) n SU(1, 1)(F ) tel que : 

x = ( y o _° 1 ^ x'. Alors : = ( y ^ M • yz. 

e _x c ^ J avec a, d G (1 + p fc ) n F = 1 + p e ° et 

[— ] 

eb, e _1 c G p fc n Fo = p e ° donc $(x') appartient à 

)n^( 2 )( i? o)c^(£°) sie = l 

1 r fcl ( 

1 + r^ + i 1 P °fi±li ) H SL(2)(F ) C C/ fc (£°) si r f! 2. 
Po 




De plus, G 1 + trp fc donc ( n ^ ) G C4(£°). Ainsi, $(2;) appartient à 

C/ fc (/: )Z(F) et dét ^ *(aOj • N F}Fo (y-'z) 
L'inclusion inverse se montre de façon analogue. 
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(3.3.1) 



si dimA > 1, tr A(x) 



Lorsque k est nul, F est non ramifiée sur Fq : les mêmes arguments four- 
nissent les mêmes résultats. □ 

3.3. Pour poursuivre, on choisit un caractère Q de Z(F) prolongeant le 
caractère central u> n de tt et tel que 

Vu G a { n ]+1 {£) n Z(F), n(l + u)= ip((b x + b 2 )u) si n > 

SI = 0i02 où Qi est un prolongement de Oi à F x si n = 0. 

On prolonge alors 7r et go ir à GZ(F) en faisant agir ^(i 71 ) via 11. On note 
encore ir et 90 ir ces prolongements puis : 

< = ^Wo)+' ^= 90 ^r G Vo)+ = ^o + ' vro = Indg^ +7 r +. 

Lemme. Posons : Jq = F x U m (C°), Jq jC = o^U^C ). Notons A la 
représentation (Àîl) o &7 Jo de Jq et A c sa restriction à Jo jC . 

(i) La paire ( Jo, C5 A c ) est un type simple maximal de ttq et ttq = Indj^'^A. 
La représentation ttq est donc irréductible et cuspidale. 

(ii) Cas n > 0. La restriction de A à U^ + i(C°) est un multiple du caractère 

ip 0ja où a = i(bi - b 2 ) G a_ n (£°) \ a_ n+ i(£°). 

La restriction de A à F x vérifie pour tout x G F x : 

si dimA = 1, A(x) = 9i(x)U(x) ; 

J dim A • 6i(x)£l(x) si x G F X 
| —6i(x)Q(x) sinon. 

(iii) Cas n = (F n'est pas ramifiée). La restriction de A à Uq(C°) est le 
relèvement d'une représentation gq de GL 2 {ko) caractérisée par : 

tr a (z) ={q - 1)0(2;), z G k£ 

tr cr (zn) = - O(z), z G fe„ , n G N(k ) - {id} 

tia (x) = - Q,(x)(9i(x) + 9 2 (x)), x G k x - k£ 

et A(wq) = 0(î*7o). 

Démonstration. La première assertion est une conséquence des deux suivan- 
tes et ces dernières proviennent des propriétés de À et de SI via <&. 
Plus précisément, pour établir (ii), on étudie d'abord la restriction de A à 
C r ["] +1 ( J C ) n SU(1, 1)(Fq). Un calcul du même style que dans le lemme |3~21 
montre que cette restriction est multiple de ^0,0 où a = i(b\ — b 2 ) + D avec 
D une matrice diagonale. Ensuite, si x = diag(z,z _1 ) G f7[n] + i(£ ), A(x) 
est multiple de ■^(aO^fz), qui vaut 1 par choix de $7 (I3.3.ip . On peut donc 
prendre D = 0. L'élément a ainsi défini appartient à a_ n (£°) \ o_ n+ i(£°) 
par 13.11 (b'). La suite est immédiate, tout comme l'assertion (iii). □ 

Corollaire. Soit Ag 1 ^$ 2 le caractère de F x de niveau défini par : 

(i) quand F n'est pas ramifiée sur Fq, Ag^g 2 = u ; 

(ii) quand F est ramifiée sur Fq, 

^i®é> 2 |F x =uj f/f etA0 10 e 2 (w) = Lo F / Fo {w(bi-b 2 ))\ FwQ {ijjQY l . 

Posons : O = A^^ifi si n > et Q = u~ 1 ©i©2 si n = 0. Alors tïq est 
la représentation de GL 2 (Fq) associée au caractère O par |13j . 
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Démonstration. C'est une application des résultats de [7], §§19 et 34. □ 

3.4. D'après la théorie de Mackey, la restriction de ttq à GL2(Fq) + est la 
somme des représentations ttq et ir^ . D'après [16, p. 738], pour tout x € F x 
régulier, 

6(x) + 9(x) 



trvr+(x) - trvr (x) = ±A F|Fq (i/> )w f /f 



L>(x) 



, __-, 2 1/2 

où D(x) = x ^ ■ Mais, si h = (hi, h 2 ) £ H est G-régulier et a G F x 

Fo 

tel que aâ = hih 2 , ah\ est un élément de F x régulier dont le conjugué est 
ah 2 et l'on a : 

trvr(/i) = tr7r($ -1 (i(â/ii) • ô -1 )) = tr vr^(i(â/ii))^(â _1 ), 
et tv 90 ir(h) =trir (i(âh 1 ))Ç}(â~ 1 ). 
Par suite (on note A = A^^) : 

âhi — âh 2 \ „ , u + 8(0/12) 



tr^) - tr"7r(/0 = ±A F|Fq (Vo)^f/f f ^L-^ j n(â 



A(âhi) 

±\ F]Fo & )n(h 1 - h 2 )n f - \ A- i (â)fi(â- i ) 

A- 1 (h 1 )ê 1 (âh 1 )n(âh 2 ) + A- 1 (/i2)èi(â/i 2 )0(â/ii; 

= ±A F|Fo (^o)^(e)- 1 ^y^(â)A- 1 (â) 

• {irH-i. ® 2 (/j) + irH x ® 2 (whw~ 1 )) 

en remarquant que : A(x) = fi(x) pour tout x € F,^ et 9\(cihi) = OiQiih^ 1 ) 
tandis que 0(â _1 )^(â/i2) = 0(/ii/i 2 )^(/iJ" 1 ) = 9 1 (h 2 )9 2 {h 2 ) car h 2 £ FL. 
De plus, Ai? |F (^o)m( £ ) _1 es t égal à —1 si F est non ramifiée et à 1 si F 
est ramifiée (par choix de e et //) et le caractère de F x , a 1— > /u(â)A _1 (â), 
est trivial si F n'est pas ramifiée et égal à (wf/Fo( ot (^i ~~ 62))™'^ si F est 
ramifiée. Dans ce dernier cas, a est de valuation paire si et seulement si 
h\h 2 € (1 +p)^ Q . En comparant à (I3.1.ip . on conclut : 

Proposition. Soit II = {7r, 3o 7r} un paquet endoscopique cuspidal de G 
décrit en \3.1\ (dont on reprend les notations). On définit un caractère Se 1 ^0 2 
de FL, g par : ôg 1 ^e 2 est trivial si F n'est pas ramifiée sur Fq ; ôg 1 ^g 2 est 

trivial sur (1 + p)j> et ôg l( g ) 0, 2 (—l) = ujp/ Fo (w(bi — b 2 )) si F est ramifiée. 
Alors le paquet II est l'image par l'application de transfert du caractère 9 de 
H défini par : 

Vh G H, 9{h) = 6^ (dét/i) • ® 9 2 {h). 

En application de la proposition 11. 4.1 (a) de [18], on obtient : 



Corollaire. L'image par le changement de base stable du paquet II décrit en 
3.1\ (dont on reprend les notations) est tt = ind~ i2 ^/i(#) où P est un sous- 
groupe parabolique de GL 2 (F) de facteur de Levi H (F) et n(9) le caractère 



10 



LAURE BLASCO 



de H (F) défini par : 

vh g h(f), (i(e)(h) = v-\ m2 (détfc) • vr% ® e 2 (h). 

Lorsque F est ramifiée sur Fq et que II est l'unique paquet endoscopique de 
niveau 0, l'image de II estîr = ind~ yu -1 ® xi 1 - 1 - 

4. Changement de base stable des paquets cuspidaux singletons. 

On procède en trois étapes : la première est consacrée à la construction 
de représentations irréductibles cuspidales de G = GL/2(F), T-invariantes et 
de caractère central trivial sur F X à partir de représentations très cuspidales 
de G. Par [T51 prop. 11.4.1(c)], ces représentations appartiennent à l'image 
d'un des deux changements de base, le "stable" ou le "labile". Dans la 
deuxième étape, on distingue parmi les représentations construites celles qui 
appartiennent à l'image du changement de base stable. La dernière étape 
décrit les changements de base stable et labile des paquets singletons de G. 

4.1. Soit ( J, À) un type simple maximal de G, c'est-à-dire : 

(a) Cas de niveau (F ramifiée sur Fq) : J est le sous-groupe para- 
horique maximal de G, c'est-à-dire J = Uq{£) avec C la chaîne au- 
toduale de F 2 , de période 1 et d'invariant impair. La représentation 
A est une représentation irréductible de J, triviale sur le sous-groupe 
pro-unipotent J\ de J et dont la factorisation À par J/J\ ~ SL2(ko) 
est une représentation cuspidale de dimension q — 1. Elle est as- 
sociée à un caractère 9 régulier d'ordre différent de 2 du groupe des 
éléments de norme 1 de l'extension quadratique t de ko par : 

' trÂ(x) = {q- l)0(x) si x G {±1} 

< trÂ(xn) = -0(x) si x G {±1}, n G JV(fc ) - {id} 

k trÂ(x) = -(0(x) + 0(7(*))) « x G t\ ko - {±1} 
où 7 est l'élément non trivial de Qal(£/ko) |19j . 

(b) Cas de niveau strictement positif: (J, À) provient d'une strate gauche 
très cuspidale (C,n,n — 1,6) avec n > 0, c'est-à-dire, en notant 
E = F[b] l'extension de F engendrée par b et L = E a la sous- 
extension de E formée des points fixes par a, 

J = 0|| L C/ [ n± 1] (£) DJl = (l+p B )f x [/[„£!](£) 

DH 1 = (l+p E )\ L U [ n ]+1 (C) 

et À est obtenue à partir d'un caractère 9 de H\ prolongeant le carac- 
tère ipb de comme un prolongement de l'unique représen- 
tation irréductible r]g de J\ contenant 9 [31 annexe]. On note uj\ le 
caractère central de A. 

On note (vr, V) l'induite compacte de J à G de A. C'est une représentation 
irréductible très cuspidale de G (et toute représentation irréductible très 
cuspidale de G s'obtient ainsi). 
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4.2. Construction dans le cas de niveau 0. On considère le type simple 
( J, A) décrit en 14.11 (a) (dont on reprend les notations) et on construit deux 
types simples maximaux r-invariants de G, (J, A) et (J, A'). 

On choisit J = F x Uq{C) = w z Uq(C). La représentation A est un pro- 
longement d'une représentation r-invariante A de Uq(C) triviale sur U\(C) 
qui se factorise en une représentation cuspidale A de Uq{C) /U\{C) ~ GL2(ko). 
On définit donc A comme suit. 

On considère le caractère 6 de l x défini par : 9{x) = 9{x^(x)~ l ), x G i x . 

Il est régulier donc associé à une représentation cuspidale X(9) de GL2(ko), 
caractérisée par [7J (6.4.1)] : 

' tr T(9)(x) = (q- l)ê(x) si x S /c x 

< trX(9)(xn) = -9(x) si x G k$ , n G N(k ) - {id} 

, trX(9)(x) = -(6{x) + 0(7(x))) si x G £ x - k x . 

Alors À est le relèvement de X(9) à Uq{C). Elle est de caractère central 
trivial sur 0q et est r-invariante : 

(4.2.1) VgeÛ (£), X(T(g))=X((détg)- 1 g) = X(g) 

Elle possède deux prolongements à J r-invariants, A et A', qui diffèrent par 
leur valeur en w : A(zu) = u>\(— 1) = — A'(tu). 
On note alors 

(4.2.2) 5? = Ind^Â et n' = Indfl' 

On prolonge w et i? à GT en imposant Â(r) = A'(r) = A(r) = 1 (|4.2.ip . En 
notant E l'extension quadratique non ramifiée de F, dont le groupe multi- 
plicatif E x est plongé dans le normalisateur de 0q(C), on a immédiatement : 

(4.2.3) Vx G E x , x G" F x , trÂ(x) = tr A(JV T (i)). 

4.3. Construction dans le cas de niveau strictement positif. C'est 
l'analogue de [1] dans le cas de dimension deux. 

On considère les sous-groupes ouverts compacts modulo le centre de G, 
T-invariants : 

H 1 = (l + p E )Û [ n ]+1 (C), J 1 = (l + p E )Û [! *i ] (£), 

Je = Cl'gU^ n+l j (■£)■ J = E X U yn + 1 j ( jC) = E X J c . 

Sur Hi, on considère le caractère 9 = 6 o J\f T [4, cor. 3.2]. Si n est pair, 
il existe une unique représentation rj de J\ contenant 9, nécessairement r- 
invariante. Si n est impair, on pose rj = 9. 

Puisque la dimension de rj et l'ordre de J c j J\ sont premiers entre eux, il exis- 
te des prolongements de rj, et en particulier des prolongements r-invariants 
de caractère central trivial sur 0q . Deux tels prolongements ont même res- 
triction au sous-groupe Jq = 0q A r ^ |i (o^) J\. On distingue alors trois cas : 

(nr-nr) F n'est pas ramifiée sur Fq : l'extension E est alors ramifiée et rj est 
de dimension 1. De plus, fi est d'ordre 2 et les deux changements de 
base de tt ont même caractère central égal à ZT\. On impose donc que 
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le caractère central de A soit oj\. Il existe alors deux prolongements 
de tù\rj à J : ils ont même restriction À à J c et sont égaux à ±1 en 

(r-r) F est ramifiée sur Fq et n est impair : l'extension E n'est pas 
ramifiée sur F et w~ n b est un élément de 0^ invariant par a : 
L = FQ[m~ n b] n'est pas ramifiée sur Fq et E est ramifiée sur L. 
Le groupe Jo est d'indice 2 dans J c et J = F x J c . Il existe quatre 
prolongements r-invariants de rj = 9 à J de caractère central trivial 
sur F X , deux de caractère central uJ\ et deux de caractère central 
(— l) val cJ\. Mais, si l'on considère l'autre prolongement de r\ à J, on 
retrouve ces mêmes prolongements de rj. 
(r-nr) F est ramifiée sur Fq et n est pair : l'extension E n'est pas ramifiée 
sur F et L est engendrée sur Fq par w~ n+1 b, une uniformisante de 
E. Donc E n'est pas ramifiée sur L. Le groupe Jo est d'indice q + 1 
dans J c et J = F X J C . Il existe 2(q + 1) prolongements r-invariants 
de rj à J de caractère central trivial sur Fq , une moitié de caractère 
central uJ\ et l'autre de caractère central (—l) val uj\. Mais, si l'on 
considère les (q + 1) prolongements de r\ à J on retrouve les mêmes 
prolongements de rj. 

Remarque. Ces trois cas, auxquels on ne cesse de faire référence par la suite, 
se repèrent par la ramification de F sur Fq puis celle de E sur E° ' . Les 
deux premiers cas correspondent à des paires (E/F,a) "paire" au sens de 
la définition 1.2 de [12] tandis que le dernier cas correspond à une paire 
(E/F, a) "impaire" , tout comme le cas de niveau vu précédemment. Cette 
différence se reflète dans les énoncés des proposition 14.41 et théorème 14.51 

Lemme. Il existe une unique représentation A de J - Y vérifiant : 

(i) A| j est un prolongement r -invariant de rj, de caractère central uT\, 

(ii) pour tout x € E x , trA(xr) = trÀ(7V T (x)). 

On note alors 
(4.3.1) 7? = IndjÂ.j 

que l'on prolonge à GT par Indj r A. 

Démonstration. On rappelle lemme 3.3] qu'il existe un unique prolonge- 
ment de rj à J\T tel que : 

\fg G J 1} tTr}{jgr) = tr r,{M T {g)). 

Soit A un prolongement de rj de caractère central uJ\ . On le prolonge à J ■ V 
en imposant : A(r) = rj(r). Dans les cas (nr-nr) et (r-r), A est de dimension 
1 et la condition (ii) du lemme équivaut à : A(u?e) = 1 dans le cas (nr-nr) ; 
A(£) = 1 où £ est une racine primitive (q 2 — l)-ième de 1 contenue dans E 
dans le cas (r-r). Ceci définit un et un seul prolongement de la liste. 
Dans le cas (r-nr), seule la restriction À de A à J c importe. Le calcul de la 
trace de À sur les éléments de est effectué au paragraphe loi (15.3.41 (2)). 



CHANGEMENTS DE BASE DE C/(1,1)(F ) 



13 



Il existe donc un unique caractère £ de o E ^Hi, prolongeant 6 tel que : 

(4.3.2) Vx € o\ L ,x of Fo ,tr \(x) = e£(x), 

où e est égal à -1 si dimn = q, 1 sinon. 

Pour le calcul de tr A, on distingue deux cas suivant la dimension de À. Si 
À est de dimension 1, A l'est également et le résultat est immédiat. Sup- 
posons donc A de dimension q. On introduit alors le groupe X des caractères 
de J c /o x J\ qui s'identifie au groupe des caractères de kg triviaux sur k x , 
groupe cyclique d'ordre q + 1 engendré par un caractère r-invariant H. Grâce 
aux calculs effectués en 15.3.21 avec les notations précisées au (3) de 15.3,41 on 
est assuré de l'existence de q + 1 entiers nii de somme q tels que : 

Vx G o^,,trÂ(x) = e* =0 m i (K i Ç)(x). 

Chaque composante isotypique étant r-invariante, il existe q + 1 entiers rii 
tels que : 

<? 

Vx G Og,tr \(xt) = ®i =0 ni(K l ^)(x) et ^^nj = tr r/(r) = dim 77. 

i=0 

On raisonne alors comme dans la démonstration de la proposition 3.5 de [1], 
et on obtient : 

- si dim?] = 1, tous les entiers rii sont nuls sauf un égal à 1 ; 

- si dim?] = q, tous les entiers rij sont égaux à 1 sauf un qui est nul. 

Il existe donc un et un seul prolongement A de rj à J c tel que : 
Vx £ o^,x o x ,trÂ(xr) = e£(x) = tr A(7V T (x)). 
Ceci termine la démonstration du lemme. □ 
4.4. Stabilité. 

Proposition. Soit tt = Ind~A la représentation de GL2(F) définie en 
ou dïXTD - 

(i) Elle appartient à l'image du changement de base stable si et seulement si 

- elle est de niveau ou 

- elle est de niveau strictement positif et l'extension E associée est 
non ramifiée sur F et sur L := E a . 

(ii) Lorsque tt appartient à l'image du changement de base labile, tt -/i _1 odét 
appartient à l'image du changement de base stable. 

Démonstration. L'assertion (ii) n'est qu'une redite de |X8|, §11.4]. Pour l'as- 
sertion (i), on distingue deux cas. 

On suppose d'abord que A est de dimension 1. Alors par [3 §19] tt est 
associée à la paire admissible (E, A|gx). Mais E est soit d'indice de ramifi- 
cation 2 sur F , soit non ramifiée sur F mais ramifiée sur L. Autrement dit 
la paire (E/F,a) est paire au sens de [T2j déf. 1.2]. Comme A est triviale 
sur L x (lemme [4.31 (ii)). tt est G-Z^-FcO-distinguée [121 Théorème 1.1] donc 
tt appartient au changement de base labile [101 Théorème 7]. 
On suppose maintenant que A est de dimension au moins 2. Il n'y a plus 
de rapport simple entre la trace et la trace tordue de A ce qui rend l'emploi 
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du critère précédent moins adapté que celui de la définition. Grâce à [18] . 
il n'y a que deux possibilités : soit le caractère tordu de 5r, soit celui de 
7T ■ /j, o dét -1 est constant sur les classes de r-conjugaison stable de G. On 
peut donc déduire si tt appartient à l'image du changement de base sta- 
ble en évaluant son caractère tordu en deux éléments g et g' stablement 
r-conjugués et tels que tr^(pr) ^ et fi o dét(g~ 1 g') ^ 1. 
On choisit g = C (C es t une racine primitive (g 2 — l)-ième de 1 contenue 
dans On) et g' = vo^g où vd^ = Ç 3 ^~vj. Tous deux sont de norme cyclique 
x = C, l ~ q et [x o àét{wL) = fi o N^ F (wl) = — 1. Notons que x G Uq(C) est 

très régulier : V7i G G, h- l xh £ Û (C) ^ h £ F X Û (£). 

Par conséquent, si 7r est de niveau 0, la formule de Mackey donne : 

trîF(Cr) = ^ trÀ(/i~ 1 Cr(/i)r) = trA(Cr) = trA(i) 
heG/J 

/i.- 1 Cr(/i)eJ 

et de même, tr tt{Çwit) = lo\(— l)tr 7r(£ 2 r) = oj\(— l)tr À(— x) = tr7r(£r). 

D'après la définition de À (cf. 14.11 (a)), trA(x) n'est pas nul dès que le 
caractère 9 associé n'est pas d'ordre 4. Si 8 est d'ordre 4 (g = — 1 mod 4), 
on refait le même raisonnement avec g = C 2 sachant que tr 7t(£ 2 t) ^ 0. 
Quand tt est de niveau 0, elle appartient à l'image du changement de base 
stable. 

Supposons maintenant que tt est de niveau strictement positif. Notons 
K(C) le normalisateur dans G de l'ordre associé à £, K{C) = F x Uq(C), et 

cr = Ind^^ r A. Alors tt est Ind-.^ . a et en appliquant deux fois la formule 
de Mackey, on a : 

trw(Cr) = trâ(Cr) = V] tr Â(/i _1 (>(/i)t) 

h£Û (C)/Jc 
h- 1 Çr(/i)eJ c 

(4-4.1) _ ~ n î+3 

et trvr(CroLr) = w A (-l) ^ tr A(/i _1 C~t(/i)t) 

heÛo(C)/J c 

, q+3 ~ 

h- 1 C,^r(h)&J c 

On reprend alors le raisonnement de [U §4.7] en remarquant que Çal(E / Fq) 
est abélien (car d'ordre 4). On obtient : 

trvf(Cr) = ^2 trÂ(7(C)r) = trA(x) +tr A(x _1 ) 

~/eÇal(E/F) 

= u\(-l)(tr \(-x) +tr A(-x~ 1 )) = tvTr(Çw L T) 

Or A est associé à un caractère £ par (|4.3.2|) : ou bien £(x) + £,(x~ 1 ) / 0, ou 
bien £(x 2 ) + £(x~ 2 ) ^ 0. On procède comme dans le cas de niveau 0. □ 

4.5. Description des changements de base. 

Théorème. Soit (tt, V) une représentation irréductible très cuspidale de G 
et (J, A) un type simple maximal définissant tt comme au paragraphe \4-l\ 



(a) ou (b). On note tt = Ind~A la représentation irréductible cuspidale de 
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G définie en t \4-2.2 ) ou t \4-3. 1 ) selon que tt est de niveau ou non. 



(i) F n'est pas ramifiée sur Fq : l'image de tt par le changement de base 
stable est tt ■ / u _1 odét tandis que celle par le changement de base labile est tt. 

(ii) F est ramifiée sur Fq et E est ramifiée sur E a : on note x le caractère 

d'ordre 2 de J trivial sur J\ et on pose : tt' = Indj A • x et tt' = Ind~A • x- 
L'image de tt par le changement de base stable est tt • /i -1 o dét si q = 1 
mod 4, tt' ■ /i -1 o dét sinon. L'image de tt par le changement de base labile 
est alors tt si q = 1 mod 4 et tt' sinon. 

(iii) F est ramifiée sur Fq et E n'est pas ramifiée sur E a (y compris cas de 
niveau 0) : l'image de tt par le changement de base stable est tt, celle par le 
changement de base labile tt ■ fj, o dét. 

Suit la démonstration de ce théorème. 



4.6. Grâce à |18} §11-4] il suffît d'établir le résultat pour le changement de 
base stable. Notons TT s t la représentation de G préssentie être l'image de 
tt par le changement de base stable dans le théorème et montrons qu'elle 
vérifie bien l'identité de caractères décrivant ce dernier |18^ §§ 4.11, 12.5 
et 11.4], c'est-à-dire : pour tout g £ G dont la norme cyclique M T (g) est 
régulière elliptique et tout x G N T (g), 

(4.6.1) tT7r s t(gr) = c r (7r st )tr tt(x), 

où TT s t{r) est un opérateur d'entrelacement d'ordre 2 entre TT s t et 7rJ t et 
c T (jï s t) un signe ne dépendant que du choix de 7r s t(r). Dans la construction 
précédente, on a choisi 7r s t(r) pour que c T (jr s t) soit égal à 1. 

Soit g £ G. On suppose que x = N T (g) est un élément de G, régulier et 
elliptique. On note T(Fq) le centralisateur de x dans G. C'est un tore com- 
pact de G et T(F) est r-invariant et isomorphe soit au groupe multiplicatif 
d'une extension quadratique E x de F, soit à F x x F x . 
La formule de Mackey fournit une expression des traces de tt(x) et Tr(gT) : 
(4.6.2) 

tr7r(x) = trA(y _1 xy) et tr^^r) = tr K^h^ 1 gT(K)T). 

y&G/J heô/J 

4.7. On suppose d'abord que tt est de niveau strictement positif. La 
démonstration est semblable à celle du théorème 3.7 de [3]. 

On introduit le sous-groupe distingué de G, noté G + , défini comme le noyau 
du caractère \i o dét. Pour tout sous-groupe H de G, on abrège H n G + en 
H+. 

Lemme. Soient g G G et x £ G comme ci-dessus. On note Cl s ^{g) la classe 
de r-conjugaison stable de g et Cl st (x) la classe de conjugaison stable de x. 

(i) Le groupe G + est réunion de classes de r-conjugaison. 

(ii) Si fj, o dét est d'ordre 2, G + rencontre la classe de r-conjugaison stable 
de g et Cl s ^{g) + contient la moitié des classes de r-conjugaison contenues 
dans Clf{g). 

(iii) Si /itodét est d'ordre 4, ou bien Cl^(g) + n'est pas vide et alors Cl^(g) + 
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contient la moitié des classes de r -conjugaison contenues dans Cl s *{g) ; ou 
bien Cl s *{g) ne rencontre pas G + , et alors : 

Cl s T \g) n J = et Cl st (x) n J = 0. 
(iv) Chaque classe de r-conjugaison dans Cl s *{g) + contient deux classes de 
t-G + -conjugaison. 

Démonstration. Pour la première assertion, il suffit de remarquer que /xodét 
est constant sur les classes de r-conjugaison. 

Pour la suite, on sait que les classes de r-conjugaison de g dans Cl s T (g) sont 
paramétrées par H l {Y \T(F)) : à un cocycle c, on associe la classe de r- 
conjugaison de c(r)g. 

Si T(F) ~ E* , il y a deux classes de r-conjugaison, celle de g et celle 
de ag où a G L* , a Ne x ^ Lx {E x ) et L x = E%. Notons que L x est une 
extension quadratique de Fq, nécessairement distincte de F. Mais alors, 
déta appartient à Nl x ^ Fq (L*) sans être un carré de Fo donc /i o dét(a) est 
égal à —1. Ainsi, (j, o dét prend deux valeurs opposées sur les deux classes 
de r-conjugaison. 

Si T(F) ~ F x x F x , il y a quatre classes de r-conjugaison, celles de g, 
(l,ao)g, («o,l)ff et (ao,oto)g. Encore une fois fi o dét prend deux valeurs 
opposées. 

Par conséquent, si /iodét est d'ordre 2, la moitié des classes de r-conjugaison 
dans Cl^(g) sont contenues dans G + . 

Supposons que \x o dét est d'ordre 4. Ou bien \x o dét(g) € {±1} et la moitié 
des classes de r-conjugaison dans Cl^(g) sont contenues dans G + ; ou bien 
fi o dét (5) € {±i} et Cl^(g) + est vide. On termine la démonstration en 
remarquant que : /xodét(J) = {±1} et dét(J) C 1 + p. En effet, l'hypothèse 
sur détg implique que celui-ci est de valuation impaire et par suite, que détx 
appartient à —1+p. 

(iv) Si gi et 52 sont deux éléments de G + r-G-conjugués par deux éléments 
h\ et hi alors hih^ 1 appartient au r-centralisateur de gi, en particulier la 
norme de son déterminant est 1. Par conséquent, si \x est d'ordre 2, h\ et 
h% diffèrent d'un élément de G + . Si fi est d'ordre 4, le r-centralisateur de 
gi contient un élément a tel que fi o dét (a) = — 1 (cf. (ii) et (ni)) et h\ et 
/12 diffèrent d'un élément de G + ou de G + a. Dans les deux cas, il y a deux 
classes de r-G + -conjugaison dans une classe de r-conjugaison. □ 



Dans le cas où Cl & ^{g) + est vide, l'égalité (|4.6.ip est satisfaite puisque les 
deux sommes de (|4.6.2p sont nulles. On peut donc supposer que Cl^(g) + 
n'est pas vide et, quitte à changer g dans sa classe de r-conjugaison stable 
sans changer de x, que g G G + . 

Notons C s j(x) l'ensemble des classes de J-conjugaison contenues dans 
Cl st (x) n J et C st j + (g) celui des classes de r-J + -conjugaison contenues dans 

Cl^(g) n J + . Notons également n(x) (resp. n(g)) le nombre de classes de 
conjugaison (resp. r-conjugaison) contenues dans Cl st (x) (resp. Cl^(g)). En 
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suivant le raisonnement de [U §4.2], on a : 

tr7r ^ = ^T X] c(x')trA(x') 



(4.7.1) 



n(x) 

et tr7r st (5r) = ^— V] c{g')tvh st (g' t) 
n(q) 

g'ec si (g) 

T, J i 



où c(x') = [T(F ) : T(F ) fl yJy' 1 } si x' = y" 1 ^, y G G 
et c( 5 ') = [T(F ) : T(F ) n hJh~ l ] si g' = hr l gr{h), h € G. 

4.8. On introduit les sous-groupes J' et J' de J et J + respectivement, en 
distinguant deux cas : 

cas 1 : F/Fq est non ramifiée ou q = 1 mod 4. Dans ce cas, J' = F?p Q Jl et 

cas 2 : F/Fq est ramifiée et q = —1 mod 4. Alors J' = J\ et J' = F X J\. 

Dans les cas où J est plus grand que J' ou J + plus grand que 2VE |£ (0g) J', 
c'est-à-dire lorsqu'on se trouve dans le cas (r-nr) ou le cas (r-r) et q = — 1 
mod 4, on considère les représentations par "paquets" fabriqués de la façon 
suivante. 

Du côté de G, on considère tous les prolongements à J de la restriction à 
J' de A. Ils sont au nombre de d = [ J : J'} et de la forme A®K r , < r < d—1, 
où k est un caractère de J, trivial sur J' et d'ordre d (qui s'identifie à un 
caractère du groupe engendré par C 9-1 dans le cas (r-nr), -1 dans le cas 
(r-r)). 

Notons k le caractère de J que l'on obtient sur J en relevant le caractère 
ko N T de J/NE\ L (Og) J'. On remplace ir et TT st par : 

7T = ®flllïr OÙ 7T r = Indj A (g) 
7T s t = ®f=0^r OÙ 7T r = IndjÂ st <g> K T 

Alors, en sommant les expressions (I4.7.ip des caractères des 7r r d'une part, 
et des 7r r d'autre part, on obtient : 

tr-7r(x) = . . dc(x')tr X(x') = , - ——-c(x')tvX(x') 

n(x) 4^ n(x) ^ dix') 

v ' x'eCf{x)r\J' x'ecf,{x) v ' 

et tTTT s t{gT) =^J--- Y] dB(g , )tTÂ 8t (g'T) 

n(g) ' 

S'6C^ J+ ( 9 )n7V B|i (o^)J' 

= ^t-t ^ c(o / )trÂ a t(o / r) 

"(s) ^ d(a') 

où d(x') est le nombre de classes de «/'-conjugaison dans l'intersection de 
la classe de J-conjugaison de x' avec J' et d(g') celui des classes de r- 
iVs (o^)J'-conjugaison dans l'intersection de la classe de r- J + -conjugaison 
de g' avec N E (o^) J'. 
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Remarquons que les nombres d(x') et d(g') sont invariants quand on con- 
jugue x' par un élément de J, respectivement r-conjugue g' par un élément 
deiV % (o*)J'. 

On uniformise les notations en posant d(g') = d(x') = 1 dans les cas non 
mentionnés dans ce paragraphe. 

4.9. L'étape suivante consiste à remplacer Ne^ l (o e )J' par J'. Elle ne con- 
cerne que le cas (r-r). 

Lemme. Dans le cas (r-r), 
(4.9.1) 

j—^(9)^Kt{g'T)= j—zc(g')tiÂ st (g'T). 

g'ec st x _ (g) d V5 ) g'ec st ~,(g) d ^ 9 > 

r,Ar B|z >*)J' w y -,J' yyj 

Démonstration. Considérons l'application de C st ~ (q) dans C st , Xs ~ (q) 

qui à la classe de r- J'-conjugaison de g' G Cl^(g) D J' associe la classe de 
t-Ne^ l (o e ) J'-conjugaison de g'. Etudions d'abord son image. 
Soit g' G Ne, l (o e )J' . L'ensemble des classes à droite modulo J' dans 
N E}L (0 E )J' est représenté par {( 2r ,r6 [0, 2=1]}. Il existe donc r G [0, 2=1] 

et h £ J' tels que : </ = C 2r /i = C r (CX~ r MC~ r ). _L 'élément 0X~ r ap- 
partient à J' tandis que C r appartient à Ne, l (o e )J' si et seulement si r 
est pair. Donc si r est pair, g' appartient à Im fy. Réciproquement, les 
classes de r- J'-conjugaison dans la classe de t-Ne, l (o e ) J'-conjugaison de 
g' ont un représentant de la forme Ç~ 2s g'r(Ç 2s ) = ( 2r ~ As (( 2s h(~ 2s ) pour un 
s G [0, 2=-]. L'une d'entre elles est contenue dans J' si et seulement il existe 
s G [0, 2=1] tel que C 2r_4s G F X , c'est-à-dire r - 2s = mod (2±i). 
Si g = 1 mod 4, 5' est donc T-iVg.^o^) J'-conjugué à un élément de J' : ^ 
est surjective. 

Si q = — 1 mod 4, g' est t-N e ^ l (o e ) J'-conjugué à un élément de J' si et 
seulement si r est pair. 

Etudions les fibres de ^. Soient 51,52 deux éléments de J' qui sont r- 
Ne\ l (oe)J' '-conjugués. Quitte à r- J'-conjugué gi, on peut supposer qu'il 
existe r G [0, 2=-] tel que £ 2r T-conjugue 52 en g\. Mais alors £ -4r appar- 
tient à J', c'est-à-dire 2±1 divise 2r. 

Si q = 1 mod 4, 2±1 divise r et g\ = 52 : ^ est injective. En remarquant 
que Vf conserve la valeur de c(g')tr A st (g > r), on établit l'égalité (|4.9.ip . 

Si q = — 1 mod 4, 2+1 divise r et 52 est égal à 51 ou ( ~ 9i^{C~) ■ les 
fibres de sont de cardinal 2. 

Dans ce cas, on remarque que l'application g' \— s- C~ 1 5 f ' r (C) définit une bi- 
jection de Im ^/ sur son complémentaire dans C st N ( X )J'^ P r éserve 

la valeur de c(</)tr A st (g'T). On retrouve donc l'égalité (|4.9.1|) . □ 

d(g ) 

4.10. Il reste à étudier la restriction de l'application iV T à C st ~(g). 
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Lemme. Soient g et x comme précédemment. 

(i) Soit g' G J'. Il existe h G J' tel que A^/i^ 1 g'r(h)) G J'. 

(ii) Soient x±,X2 deux éléments de J' conjugués sous J'. Alors ils sont 
conjugués sous J'. 

(ni) Soit x' G Cl st {x) fl J'. Il existe g' G Cl* (g) n J' tel que : N T {g') = x' . 
Il en existe deux à t-J' -conjugaison près dans le cas 1 et A dans le cas 2. 

Démonstration. On se place dans le cas 1. 

(i) On a g' = zj où z G F x , j G J\. Par le lemme 3.1 de [3], il existe h G J\ 
tel que N T {hT l jT(h)) G J x . Alors N T (h- l g'T{h)) G J'. 

(ii) Notons pour i = 1 ou 2, Xi = Uiji où U{ G F\p Q , ji £ Ji- Soit h G J' tel 

que X2 = h~ l x\h. On peut prendre h G Ji. Alors : 

X2 = h~ l x\h 44> uj~ 1 U2 = h^jihj^ 1 G J 1 ^ fl Ji <^ ni = U2 et j2 = hT x j\h. 
Par le lemme 3.1 (ii) déjà cité, on peut choisir h G J%. 

(iii) Notons x' = uj avec u G J^ f) et j G J\. Par le théorème de Hilbert 

90 et encore le lemme 3.1 (ii) , il existe g 1 = zj, z G F x et j G J\ tel que : 
N T (g')=x'. Déplus, </ G CZf(<?). 

Soient maintenant <7i,<7 2 6 Ci* (g) fl J' tels que : N T (gi) = N T (g2) = x'. 
Alors 5j, i = 1,2, s'écrit Ziji où ^ G F x et ji G Ji tel que jir(ji) G Ji. 
L'égalité précédente donne alors : 

=r-^ = j2T-(j2)(iiT(ji))~ 1 ^ ^2 £ Fq et jir(ji) = j 2 T(j 2 ) 

^1^2 

quitte à multiplier z\ et j\ par un élément de 1 + p sans changer leur produit. 
Encore une fois, j% et j% sont donc r-J\ -conjugués. Alors g\ et 52 sont 
r- J'-conjugués si et seulement si z\Z2 est une norme de F x dans Fq. A 
r-J'-conjugaison près, on a deux g' G J' de norme cyclique x'. 

On se place dans le cas 2. Les assertions (i) et (ii) sont immédiates. Soit 
x' G Cl st (x) fl J'. Alors il existe j G Ji, unique à r-Ji -conjugaison près, tel 
que N T (j) = x'. Mais pour tout u G F X , uj est de norme cyclique x' et uj 
est r- J'-conjugué à j si et seulement si u est un carré dans F X . 
En effet, si u est un carré, il est clair que j et uj sont r- J'-conjugués. 
Réciproquement, on peut supposer que u est 1, mo,Ç q ou w oC q+1 - Si 
j et uj sont r- J'-conjugués, il existe v G F X et j' G Ji tels que uj = 
v ~ 1 U'~ 1 J T (f)) T ( v )- Mais a l° rs î uv2 € Ji n F X = 1 + p donc u = 1. □ 

4.11. Etablissons l'égalité (gEE]). Si Cl s T t (g)nJ' est vide, C/ S *(x) ne rencon- 
tre pas J' (lemme ELICH (i)) donc les deux sommes de ()4.7.1|) sont nulles. Sup- 
posons maintenant que g G J' et x G J' (lemme l4.10l (i)). Alors l'application 
M T induit une surjection de C*~(g) sur C s j,(x) dont les fibres sont de cardi- 
nal 2 dans le cas 1, 4 dans le cas 2 (lemme f4.10p . De plus, tr A est constant 
sur ces fibres et l'identité s'obtient comme dans [U §4.5 et 4.6] en ajoutant 
le résultat suivant : 

Lemme. Soit g' G J' tel que x' := N T {g') G J'. Alors d(g') est égal à d(x') 
dans le cas 1, 2d(x') dans le cas 2. 
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Démonstration. Le résultat est immédiat dans les cas (nr-nr) et (r-r) quand 
q = 1 mod 4. 

Dans le cas (r-r) quand q = — 1 mod 4, J est le produit {±1}J' donc 
d(x') vaut 1. D'autre part, Ne^ l (o e )J' est un sous-groupe d'indice 2 de 
J + donc la classe de r-J + -conjugaison de g' contient au plus deux classes 
de t-Ne\ l {o e ) J'-conjugaison, à savoir celles de g' et de — C _1 5 f ' r (C)- Remar- 
quons qu'il existe un entier r tel que g' G £( 9+1 ) r TÂ7g Ji et que toute la classe 
de t-Ne\ l (o e ) J'-conjugaison de g' est contenue dans ( s WqJi. Mais, 

s=0[4] 

-C~V i"(C) appartient à Ç s w^ Ji où s = - 2 + (g + l)r = 2 mod 4. Par 
suite : d(g') = 2 = 2d{x'). 

Dans le cas (r-nr), g' s'écrit zg[ avec z G (i ?x ) + et g[ G Ji. Alors x' = =x\ 
où = N T (g[) G Ji. Puisque z et | sont centraux dans J + et J respec- 
tivement, on a : (2(</) = d(g[) et d(a;') = d(x' 1 ). On peut donc supposer 
que g' G Ji et x' G Ji. Sous cette hypothèse, J' contient toute la classe 
de r- J + -conjugaison de g'. D'après le lemme [3.101 iV r induit une applica- 
tion de l'ensemble des classes de r- J'-conjugaison contenues dans Cl T _j + (g') 
dans l'ensemble des classes de J'-conjugaison contenues dans Clj(x'). Cette 
application est clairement surjective car tout x" G Clj(x') s'écrit j x'j, 
j G J, et est l'image par iV T de g" := j~ 1 g'r(j), élément appartenant à 

Cl T _ J+ {g')^Ji- 

Etudions la fibre en x". D'après le lemme 14.101 elle contient au plus 2 
classes si q = 1 mod 4, 4 si q = — 1 mod 4 et, d'après la démonstration de 
ce même lemme, ces classes de r- J'-conjugaison sont représentées par : g" 
et a^g" si q = 1 mod 4 ; ug" où u parcourt un ensemble de représentants 
des classes de F X modulo ses carrés. Mais, une de ces classes est contenue 
dans Cl T _j + (g') si et seulement si son représentant zg" est r- J + -conjugué à 
g", c'est-à-dire il existe h = (mÇ) r ( 2s y, r, s G Z, et y G J\ tel que : 

zg" = ((wCyc 2s y)- l g"r((wO r C 2s y) & z = w^(-^ r+2 ^ mod J x 

^z=vo^ r C {q+1){r+2s) modl+po^ 



r = 0etz = l si (7 = 1 mod 4 

z = 1 ouz = mo( q+1 siq = — 1 mod 4 



Ainsi, la fibre en x" est de cardinal 1 si q = 1 mod 4, 2 sinon. □ 

A ce point, sont démontrées les assertions du théorème 14.51 correspondant 
aux cas (nr-nr) et (r-r) lorsque q est congru à 1 modulo 4. 

4.12. Dans les autres cas de niveau strictement positif, chaque représentation 
7r r est l'image par le changement de base stable d'une représentation ir" [T8j 
§11.4.1] caractérisée par l'identité (I4.6.ip . D'après ce qui précède, pour tout 
x G G régulier, elliptique, de la forme N r (g) pour un g £ G, 

d-l d-l 

^2tTTr"(x) = ^trvri(x). 

i=0 i=0 
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Alors, comme au paragraphe 4.7 de [4J, on obtient que les images des 
représentations 7iy, < r < d — 1, par le changement de base stable sont 
les représentations Ây , < r < d — 1 . 

Dans le cas (r-r) où q est congru à -1 modulo 4, les deux représentations ttq 
et 7Ti ne sont autres que tt • fi^ 1 o dét et tt' ■ /x -1 o dét et seule tt' ■ fi^ 1 o dét a 
pour caractère central Zj^. Elle est donc l'image de tt par le changement de 
base stable. 

Dans le cas (r-nr), lorsque q est congru à -1 modulo 4, l'argument du carac- 
tère central permet d'affirmer que l'image de tt par le changement de base 
stable appartient à {rr r ,r = mod 2}. Sans hypothèse sur q, pour mon- 
trer que l'image de tt est bien ttq, il suffit d'évaluer leurs caractères en des 
éléments bien choisis. Comme dans la démonstration de la proposition 14.41 
on choisit g = Ç ou £ 2 . Alors, par (|4.4.ip et en poursuivant le raisonnement 
comme en [U §4.7] : 

trîr(gT) = trÀ(x) + tr A(x _1 ) = tx7r(x) ^ 0. 

Ceci termine la démonstration du théorème dans le cas des représentations 
de niveau strictement positif. 

4.f3. Considérons le cas où tt est de niveau 0. La représentation tt est une 
représentation r-invariante, à caractère central trivial sur Fq et de caractère 
stable : elle appartient donc à l'image du changement de base stable et son 
antécédent est nécessairement une représentation de niveau décrite par 14.11 
(a), conséquence de tout ce qui précède. Ces dernières se distinguent par 
la restriction de leurs caractères en les éléments de G dont le groupe des 
points sur F du centralisateur est le groupe multiplicatif d'une extension 
quadratique de F, éléments dits "elliptiques" dans [TT] et "très elliptiques" 
ici pour éviter les confusions. 

Soit g G G tel que x = gr{g) est un élément de G régulier et très el- 
liptique. Le groupe T(F) des points sur F du centralisateur de x est le 
groupe multiplicatif d'une extension quadratique E de F, nécessairement 
non ramifiée sur F. 

Si Cl^(g) n J est vide, alors Cl st (x) n J aussi. En effet, un élément x' de 
Cl st (x) H J est de la forme N T (g') où g' G Cl^(g) et commute à x' (puisque 
g commute à x). Or x' est très elliptique donc g' appartient à F x Uq{C) = J 
[TT1 th. 1] . Pour un tel g, l'identité (14.6. ip est satisfaite. 

Si Clf(g) (~l J n'est pas vide, on considère g' G Clff(g) D J et x' = N T (g'). 
Alors x' G Uo(C) et x' est G-conjugué à x : x' = y~ 1 xy,y G G. 
Notons que t(x') appartient à Uq(C) et r(x') = (y~ 1 T(y))~ 1 x'y~ 1 T(y). Ainsi 
y~ 1 r(y) G F x Uo(£), autrement dit : r(y) = yj, j G J. Mais alors la chaîne 
de réseaux yC est une chaîne autoduale de F 2 et x G Uo(y£). De deux 
choses l'une : 

- la chaîne yC est de même invariant que C auquel cas il existe yo G G tel 
que yC = y C : y^xyo G U (C) = J ; 

- la chaîne yC n'est pas de même invariant que C auquel cas il existe yo € G 
tel que yC = y^C où C est une chaîne de période 1 telle que Uq{C) contient 
le même sous-groupe d'Iwahori Z que Uq(C) : y^xy® G Uq(C). Mais, 
C est d'invariant pair et Uq(C') est la réunion disjointe de 1 et de son 
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complémentaire, le premier formé des éléments de déterminant dans 1+p, le 
second formé des éléments de déterminant dans + Or le déterminant 
de VQ l xyo est égal à détg'/détg' où àêtg' est nécessairement de valuation 
paire, donc est un élément de 1 + p. Ainsi, y^ 1 xyo appartient àîc Uo(£). 
Dans les deux cas, Cl st {x) n J n'est pas vide. On peut donc choisir x G J 
puis g G J. Par la formule de Mackey et puisque x est très elliptique, on 
obtient: tr ^(gr) = tr A(gr) et tr ir(x) = tr À(x). 
On conclut grâce à (14.2.3p . 

5. Caractères de représentations irréductibles de certaines 
extensions de groupes finis. 

On présente dans ce paragraphe un calcul de caractères de représentations 
admissibles de groupes compacts qui permet de justifier ou de se convaincre 
de la validité d'affirmations contenues dans le paragraphe 13.11 (cas (b')) et 
la démonstration du lemme 14.31 

Le calcul exposé est plus complexe que nécessaire ici. Mais, on rencontre 
cette même question dans l'étude du transfert de U(l, l)(i*b) x U(1)(Fq) à 
U(2, l)(Fo). On a donc choisi un cadre suffisament grand pour réutiliser les 
résultats lors de cette étude. 

5.1. Données, hypothèses et objectif. On fixe un nombre premier p. 

Soient J un groupe fini, Ji un sous-groupe distingué de J de centre Z et 
J' un sous-groupe de J tels que J = J'Ji et J' fl Ji C Z. On suppose que : 

(i) Ji est un p-groupe, extra-spécial de classe 2 ou abélien ; 

(ii) J' = TJ' X où T un sous-goupe abélien de J' et un p-sous-groupe 
distingué, ou bien extra-spécial de classe 2 dont le centre Z' contient 
J'j (1 T, ou bien abélien (dans ce cas on le note aussi Z') ; 

(iii) [JJiJi] = 1 ; 

(iv) JJ'/J^ est d'ordre premier à p ; 

(v) Z'Z est contenu dans le centre de J et J'jJi est un p-groupe extra- 
spécial de classe 2, de centre Z'Z. 

Soient 9 un caractère fidèle de Z et 9' un caractère fidèle de Z' tels que 

0\znz> = 6\znz>- 

Ainsi, le groupe Z est un groupe cyclique d'ordre p et le quotient V = S±/Z 
est un Fp-espace vectoriel de dimension paire, muni d'une forme bilinéaire 
alternée non dégénérée < ., . > définie par : 

<.,.>: V x V -> fi p 

(gZ,g'Z) ^ 0{[g,g'\). 

Ceci est également valable pour Z' "en primant" V, Si, Z et 9. 

On note O le caractère 9' ■ 9 de Z'Z et tjq la représentation de Heisenberg 
de J^Ji de caractère central O. Elle est isomorphe au produit tensoriel des 
représentations de Heisenberg de Ji et S[ de caractères centraux 9 et 9' 
respectivement. On note rjg et rjg> ces deux représentations, p a et p b leurs 
dimensions respectives. 

On suppose que les représentations t]q et rjgi se prolongent en des représen- 
tations de S et J' respectivement. 
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Notre but est de définir une bijection entre les prolongements de 77e à J 
et ceux de rjg/ à S' caractérisée par une identité de caractères. 
Dans les deux cas, les prolongements se distinguent par les valeurs de leurs 
caractères sur les éléments de T. On cherche donc à calculer la trace des pro- 
longements de 77e en un élément de T en fonction de celle des prolongements 
de r]g>, au moins dans les situations qui nous sont utiles. 

5.2. Cinq conséquences des données et hypothèses. 

5.2.1. Tout d'abord, de l'hypothèse (iv), on déduit que : 

J' H Ji C j; d'où S/S[Si ~ J'/Ji ~ T/T n Z' et j' n Ji c z', 

le dernier isomorphisme et l'inclusion sont alors conséquences de (h) et (i) 
respectivement . 

5.2.2. A x G J', on associe l'automorphisme symplectique de V, encore 
noté x, défini par la conjugaison par x, le sous-espace V x de V formé des 
points fixes sous x et le caractère \x de V x défini par : 

Xx(v) = 9([x,v]) pour tout v G V x . 

Remarquons d'une part, que centralisant Si (in), V x et \ x ne dépendent 
que de la classe de x modulo S[ ; d'autre part, que si x n'appartient pas à 
S'i, son ordre r dans S' /S[ est premier à p (par (iv)) et \x est trivial. Pour 
cette dernière assertion, il suffit de remarquer que : 

- pour tout v G V x , tout s S N, Xx(v) s = 1 O s = 0[p] ou Xx{v) = 1; 

- pour tout v G V x , Xx(v) r = Xx r {v) = 1. 

Par conséquent, puisque 9 est fidèle, la projection naturelle du sous-groupe 
Jf des éléments de Ji invariants par conjugaison par x sur V x est surjective. 
En primant les notations, on obtient le résultat analogue pour tout élément 
de T. Ainsi, 

(5.2.1) Vx G J', {Si/Z) x ~ S'f/Z et Vt G T, {îjZ'f ~ S'i/Z' 
Il s'en suit que : 

Vt G T, (S'Ji/Z'zf ~ S'iSi/Z'Z. 

5.2.3. Soit t £ T. L'application de V dans V qui à v G V associe [t , v] est 
linéaire de noyau V 1 . Son image Z t = G V} est l'orthogonal de V*. 
De plus, l'action de T par conjugaison sur Ji fournit une représentation de T 
dans GL(V) triviale sur Tr\S[- Puisque T/TnS[ est fini d'ordre premier kp 
(iv), cette représentation est semi-simple donc somme de caractères. On en 
déduit que les sous-espaces V* et T t sont supplémentaires. Par conséquent, 
pour tout t G T (et par suite pour tout x £ S'), la restriction de < ., . > au 
sous-espace V 1 est non dégénérée et la dimension de V 1 est paire, notée 2of. 

5.2.4. Les paires (S, A) et (S' , A') sont deux cas de la situation A. 1.7 de [6]. 
En utilisant le corollaire A. 1.8 et la surjectivité des projections de (JjJi) 
sur (S^Si/Z' Z) 1 et de S'i sur (S'i/Z') 1 pour tout t G T (comme dans la 
démonstration de la proposition 13.1 de [5j), on obtient : 

Lemme. Soit t G T. 
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a) trÀ(t) + 0, tT\'(t) / et ||trÀ(t)|| = • |F'*|è, 

j|trA'(t)|| = 

b) S'oit y G JJx JIi . Alors ti X(ty) est non nul si et seulement si ty est 
J^Jl- conjugué à un élément de tZ'Z. 

c) Soit y' G Ii- Alors tr A'(iy') est non nul si et seulement si ty' est 
S'i-conjugué à un élément de tZ' . 

5.2.5. Enonçons une dernière conséquence. 

Lemme. Deux éléments de if' sont S -conjugués si et seulement s'ils sont 
J' -conjugués. 

Démonstration. Soient x, x' deux éléments de J' qui sont J-conjugués. Quitte 
à conjuguer l'un d'entre eux par un élément de J', on peut supposer que x 
et x' sont Ji-conjugués. On écrit : x = ty où t G T et y G J \ et x' = jxj~ l 
avec j G Ji. Montrons que x' et x sont égaux. 
Si x G il suffit d'utiliser (iii). Si x g" J^, on a grâce à (iii) : 

x' = ty ■ y~ 1 [t~ 1 ,j]y ■ b -1 , j] = x ■ j]. 
Ainsi, [i ,j] = x _1 x' appartient à Z (Ji n J' C Z par hypothèse), c'est- 
à-dire que j G y* = V x . Et puisque est trivial ( §5.2.2[) et 6* fidèle, on 
conclut que x et x' sont égaux. □ 

Par les lemmes 15.2.41 et 15.2.51 on obtient : 

Corollaire. Soit x un élément de JT . Les quatre propositions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) trA(x) ^ ; 

(ii) trA'(x) / ; 

(iii) x est S' -conjugué à un élément de TZ' ; 

(iv) x est ^-conjugué à un élément de TZ' . 

5.3. Comparaison de traces. 

5.3.1. Soit A un prolongement de tjq à J. Notons Jq le centralisateur de 
Ji dans J'. La restriction de A à J' est de la forme Aq • r/g où Aq est un 
prolongement de t\qi à J' . Soit A' un prolongement de Aq à J'. 

Par la suite, on note X l'ensemble des caractères de J triviaux sur JqJi. Il 
s'identifie via la restriction à l'ensemble des caractères de JT triviaux sur Jq 
ou à ceux de T triviaux sur T n J' . Selon le contexte, on regarde X d'une 
façon ou d'une autre et on note d son cardinal. 

Remarquons que lorsque a = 0, A est isomorphe à A' <g) pour un prolonge- 
ment A' de t\qi convenable. Il existe donc une bijection que l'on peut définir 
"canoniquement" par l'égalité des traces sur les éléments de T. 
Si d = 1, S n'est autre que le produit JIqJi et J' est égal à J' . La représentation 
A est de la forme A' (g) t\q pour un unique prolongement A' de t]q>. Il existe 
donc une bijection que l'on peut définir "canoniquement" par l'identité de 
caractères suivante : 

VxGT, tr A(x) =p a ti X'(x). 
On suppose donc : a > et d > 1. 
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5.3.2. On désigne par K le groupe J'Z. Puisque A prolonge rj®, sa restric- 
tion à K est une sous-représentation de la restriction à K de Ind"J, ^ X' ® rjg 

qui est multiple de Indj^Ag • 9 d'après la formule de Mackey. Il existe donc 
d entiers positifs mç (£ G X) tels que : 

(5.3.1) VkK, A(fc) = 0m £ (fA'-e)(fc) et ^ m ç = p a 

Z&x ^ex 

d'où: Vx € T, tr A(x) = tr A'(x) • m^(i). 

Notre but est d'évaluer Ylfex m ç£( x )- De l'assertion a du lemme [5.2.41 on 
déduit qu'elle est de module |l/ x | 1 / 2 pour tout x de T. On obtient alors un 
système d'équations en les inconnues mç, à savoir : 

j2 = p a 

(5.3.2) ^ ^ ^ 

m| + (NJ mçmçç')Ç'(x) = pour chaque a; / 1, 

Ce* Ç'e#-{1} Çe* 
où x représente la classe de x G T modulo I' D T. 

5.3.3. On suppose dorénavant que : 

flf) T/JqPiT est cyclique et que pour toutx € T/J^nT non trivial, \V X \ = 1. 

Alors les d inconnues M\ = X^eA? m f — 1 et Mçt = Ylç m Ç m Ç£' j Ç' £ ^ 
non trivial, sont solutions du système linéaire 

' Mi + ^ M Ç / = p 2a - 1 

Ç'e*-{i} 

Mi + £ Ç'(^)Mç, = 0, 

v p2a, 1 ^ — ^ 2 P — ^ 

c'est-à-dire : VÇ G ^Y, Mç = ^ — . En particulier : y, m ç — 1 = j — • 

tex d 
Soit {mç,Ç ÇL X} une solution entière de ([5.3.2p . Alors : 
(5.3.3) 

El — -"*) = 1*1^— j - 2 ^L^ + L^ = 1 

i) Si iL -^— € Z, il existe, à permutation près des mç, deux solutions entières 
de ([5.3.3p . à savoir : 

n%i = ^-j— ± 1 et mç = ^-4— si £ 7^ 1 ; 
et, toujours à permutation près des mç, il existe une unique solution entière 
de ([5.3.2p . à savoir : 

mx = - 1 et m ç = ^ si £ + 1. 
mJ Si ^ Z, chaque terme de la somme (|5.3.3p appartient à ]0, 1[ donc, 

pour tout Ç £ X, mç est égal à u ou u + 1 où u est la partie entière de p j" 1 . 



26 LAURE BLASCO 

Notons r la différence (p a + 1) — ud et n le nombre d'entiers égaux à u. 
Remarquons que : < r < d. 

De la première équation de (|5.3.2p . on déduit que n = d + 1 — r, puis de 
(|5.3.3p . on obtient : 

E (^_ m£ ) 2 . (<i+1 _ r)G) 2 + (r _ 1)(l _^. 1 

44>(r - 2)(r - d) = =>- r = 2. 

Dans ce cas, d divise donc p a — 1, l'un des mç est égal à ^-jjr 1 + 1 et tous les 
autres à p . On obtient ainsi toutes les solutions de (15,3.2p . 
En conséquence : 

Lemme. On suppose l'hypothèse (H) satisfaite. On note§' le centralisateur 

de Si dans J', d le cardinal de T/Jq n T et p 2a celui de Si/Z. 

Si d divise p a + 1, il existe un unique prolongement X' de t\qi tel que : 

J>trA'(x) sixeiï nT, 

Vx G T, trA(x) = i 

I — tr A (x) sinon. 

Sinon, il existe un unique prolongement X' de rjgi tel que : 

J>trA'(x) sixeï nT, 
Vx G T, trA(x) = { 

I tr A (x) sinon. 

5.3.4. Applications. 

(1) L'affirmation de l3.1l (b') demande une justification lorsque la représenta- 
tion A n'est pas de dimension 1. D'après [31 §A.6.2], A est de la forme Xg 
pour un caractère 9 d'un sous-groupe de J. On applique ce qui précède 
avec : 

J = J/Ker 9Ji = JnC/i(£)/Ker 6 ,T = H/Ker OnHJ^ = Z' = Z. 

en remarquant que T/S' Q H T ~ kh, V est de cardinal q 2 et le stabilisateur 
de chaque élément non nul de V est réduit à {1}. 

(2) On reprend les notations de 14.11 (b) et on se place dans le cas (r-nr) du 
paragraphe 14.31 Pour calculer tr A sur 0^ , on pose : 

J = J/Ker 6 , Ji = Ji/Ker 6 ,T = o\ /ol n Ker 6 et = Z' = Z 

et on applique le lemme précédent. Remarquons que J' est alors égal à 
{±1}!^ donc d vaut tandis que a vaut 1 ou suivant que la dimension 
de A est g ou 1. L'hypothèse (H) est bien satisfaite car T/Tnf est cyclique 
et tous les éléments de oi non centraux sont minimaux. 

(3) On se place dans la même situation que précédemment mais on s'intéresse 
cette fois à la représentation A. On suppose de plus que A n'est pas de 
dimension 1 (donc a = 1). On pose : 

J = J/Ker 9, Ji = Ji/Ker 6,T = o£/o£ n Ker 9 et J[ = Z' = Z. 

C'est un cas particulier de 15.11 et toutes les conséquences qui suivent sont 
valables, en particulier 15.3.21 
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